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Resume. Apres la recente decouverte de deux nouvelles transformations de Schlesinger (TS) 
pour la sixieme equation de Painleve, nous donnons les relations d'interdependance de toutes les 
TS connues. Nous isolons ainsi I'unique d'entre elles qui a la fois conserve la variable independante 
et n'est pas un produit d'autres TS. 

On the Schlesinger transformations of the sixth Painleve equation 
Abstract. Following the recent discovery of two new Schlesinger transformations (ST) for the 
sixth Painleve equation, we give the interrelations between all the known STs. We thus isolate 
the unique one which at the same time conserves the independent variable and is not a product of 
other STs. 

1 Introduction 

Les transformations de Schlesinger (TS) sont definies comma des transformations discretes qui 
preservent (a des signes pres) la monodromie d'un systeme differentiel lineaire appele systeme de 
Schlesinger. 

Si Ton choisit pour systeme de Schlesinger I'equation du second ordre possedant quatre points 
fuchsiens ( "singuliers-reguliers" ) , de birapport x, et une singularite apparente d'afRxe u, ses condi- 
tions d'isomonodromie |^, ^ conduisent a la contrainte que u{x) doit verifier I'equation maitresse 
de Painleve P6 
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Aux TS de P6 deja connues ||, |T^, |l^ viennent de s'en ajouter deux nouvelles [jlT], ||, et le but de 
cette Note est de determiner la plus elementaire de toutes ces TS. 



*Note presentee par Yvonne Choquet-Bruhat, remise le 16 octobre 2000, acceptee le 12 fevrier 2001. 82001/008. 
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Une TS do P6, qui transforme done unc equation 

E{u) = P6{u, x,~ct) — 0, cf" = (a, /3, 7, (5), (1) 
en une autre equation de meme forme 

EiU) = P6(C/, X,^)^0,^^ (A, B, r, A), (2) 
est representable d'au moins trois manieres : 

1. dans I'espace (u, x,U, X), par une transformation birationnelle {u rationnel en {U,U'), U 
rationnel en {u,u')), accompagnee d'une eventuelle homographie entre x et X, 

2. dans I'espace des parametres {~ct, A), par quatre relations algebriques, 

3. dans I'espace des exposants de monodromie ( 6* , 8), definis par les relations 

el = 2a, 0l = -2(3, el = 2j,0l = l- 26, (3) 
par une transformation affine 



& =A'he+Mo, = 1 I , - I I , (4) 

oil Ml et Mq sont des matrices de nombres rationnels. 

2 Les transformations de Schlesinger connues 

Nous les enumerons dans I'ordre chronologique|^. 

En appliquant deux fois une transformation algebrique entre P6 et I'equation d'ordre deux et 
de degre deux satisfaite par (g — l)(q — x)p, oil q = u et p sont la position et I'impulsion de 
I'hamiltonien de P6 donne par Malmquist Fokas et Yortsos Q ont obtenu une transformation 
entre deux equations P6 representee par 

/O 1 OX /U 

1 1 1 

1 ®+ '"^x' 




LpY • 



\0 1 0. 



La transformation entre u et U, produit de deux transformations non-birationnelles, est bien 
birationnelle, comme le montrent les relations et (|2^)-(p3|) ci-dessous. 

Par I'etude des transformations canoniques de I'hamiltonien de P6 ||], Okamoto a obtenu 
la TS suivante, canonique au sens hamiltonien, 




Tok : = e + " , X = X. (6) 



^ Apres soumission|nous avons decouvert I'anteriorite de Garnier sur les Rcf. II a etabli une 

formule equivalente a (m). 
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Son ecriture birationnelle results des relations (|7|) et (p2D-(p3[) ci-dessous. 

En partant d'une paire de Lax matricielle obtenue par isomonodromie et apres resolution 
d'un probleme de Riemann-Hilbert, Mugan et Sakka ont obtenu une TS que nous pouvons 
ecrire sous la forme factorisee 



{u-x){U-x) R+R- 



{x - l)uU 



i?± = x{l - x)U' + 0oc{U -l)iU -x)- ei{U - a;) + (1 ± e^,)x{U - 1), 
i?± = x(l - x)U' + OooUiU -l) + Qi{x- l)U ± enx{U - 1), 



Tms 



= e 




(7) 

(8) 
(9) 

(10) 



En exploitant les proprietes d'une equation aux derivees partielles de type "schwarzien" , Nijhoff 
et al. ont trouve une TS representee par 



{u-x)U -I 



2{(d^-e,,){u-l){u~x) 



T 



NJH 



x{l — x)u' + 6oc{u — — x) 

1 1 -1 -1^ 

11-1-1 1 -1 

-1 -1 -1 1 

1 -1 -1 -1, 



l{u-x) + {e:, + l)x{u~l) 

1 



x 



1 



X - 1 



(11) 

(12) 



En etendant une methode de "troncature" , nous avons obtenu la TS [0 



2(0o 



u-U 



-CM 



x{x - l)U' 
U{U -1){U -x) 

x{x — l)u' ^ Co 
u(u — l){u — x) u 

/-I 1 

1 

2 




X. 



(13) 
(14) 

(15) 



La transformation de Kitaev ne figure pas dans la liste ci-dessus. C'est une application 
a P6, supposes ecrite avec une somme de quatre fonctions elliptiques ||l^, de la transformation 
de Landen entre fonctions elliptiques Cependant, elle n'existe qu'au prix de deux contraintes 
entre les quatre parametres de P6 



- 1 = 



(16) 



ce qui lui interdit de definir une TS. 



3 La transformation de Schlesinger elementaire de P6 

Pour comparer entre elles ces diverses TS, nous utilisons la representation affine (^, de beaucoup 
la plus simple. Elle est donnee par les cinq relations (||), (^, (|l0|), (^ et (|T5|). 
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Deux classes de transformations banales laissent P6 invariante. II s'agit d'une part des quatre 
changements independants de signes de 0^,9^,91,6^, que nous notons Sq, Sf,, Sc, S^, par exemple 
pour 9oo, 



Sa- 9 = 



-10 0^ 
10 
10 
1, 



e, 



= -6oo, X ^ X, u^U, 



(17) 



et d'autre part des 24 elements du groupe des permutations des quatre points singuliers de P6, 
representes par des homographies simultanees sur u et sur x. Le sous-groupe qui conserve x est 
constitue de quatre elements, I'identite et les trois homographies 



H, 
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Hdcba '■ 9 



H, 



cdab 
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2 
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e, X 



X, u=-, 



6 , X — X, u 



x{x — 1) 

U-x 



Q , X = X, u — 1 = 



U - 1 



H 



cdab 



— 1, HbadcHdcbaHcdab — 1- 



Les diverses TS obeissent aux relations 



TpY = HbadcHacbdTMsHacbd, TmS = HacbdHbadcTpYHacbd, 
Tok = HabdcTMsHabdc, TmS = HabdcTokHabdc , 
TnJH = HadcbTcMHbadc, TqM = HadcbTNjnHbadc, 

Tok — Hdcba(TcMHbadcSaSc;)'^ — HcbadSaSb(SaTcMHbadc)^ScSrfHc 



bad 7 



1, (SaTcM)'^ — 1, (SaSfeTcMHbadc)'' — 1, (SaTcMHbadc)^ 

Oil les diverses transpositions agissent sur {u, x) par 

1 



Hadcb 

Hcbad 

Habdc 
Hacbd 



1 



x-l = 



X-1 

1 



u-l = 



(1 - x)U, 
1 



X-l 
X = 1/ X, u = xU, 

x = l-X, u=l-U. 



U -I 



Ces relations prouvent 

1. I'equivalence entre Tpy, Tok et Tms (relations (p2|)-(p3|)), 

2. I'equivalence entre Tnjh et Tcm (relation (p3)), 



(18) 

(19) 

(20) 
(21) 



(22) 
(23) 
(24) 
(25) 
(26) 



(27) 

(28) 

(29) 
(30) 
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3. la non-elementarite de TpYi Toki Tms (relation (|25|)) qui, a des signes et des homographies 
pres, sont le carre ou le cube de Tcm- 

Enfin, il importe d'essayer de conserver aussi la variable independante x, c'est par exemple 
indispensable pour etablir une relation de contigui'tc L'unique TS qui soit elementaire et qui 
conserve x est alors Tcm- A des signes et des homographies pres, c'est elle-meme une racine de 
I'unite (relation (|26|)), d'ordre deux, trois, quatre ou six. 

Remerciements. L'auteur remercie M. Musette pour de fructueuses discussions. 
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